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Soal

1. Diberikan sistem persamaan linear yang disajikan dalam bentuk matriks berikut:

1 0 0 2 T 2
0 1 -1 2—al| |22 _ 1
0 0 a—2 6 z3|  |3a—3
0 1 1 a x4 5

(a) Tentukan semua nilai a sehingga SPL di atas tidak memiliki penyelesaian!

(b) Tentukan semua nilai a sehingga SPL di atas memiliki tak hingga banyak penyelesaian!

2. Diberikan

e Matriks A berukuran n X n dengan entri-entri bilangan Real, dan
e Vektor b € R™.

Jika diketahui 1, Z € R™ berturut-turut merupakan penyelesaian dari sistem persamaan linear AZ =
b dan Az = 0, buktikan bahwa untuk setiap r € R, ; + rZ> merupakan penyelesaian dari sistem
persamaan linear Az = b!

3. Use Cramer’s rule to solve the following system of linear equation.

2a +3b—c=7
3a—2b+c=0
a+b+2c=5

4. Diberikan matriks A dan B sebagai berikut.

2 -3 7 2 7 -3
A=1|1 -1 3| danB=1|3 11 =5
3 -1 7 1 3 -1
Tentukan matriks invertibel E sehingga FA = B!
5. Diberikan vektor-vektor a, b, ¢ € R? sebagai berikut.
4 B 1 3
a=|z+2(,b=]2 |,danec= |0].
Y —z 1
- 8
Diketahui bahwa vektor a sejajar dengan vektor b dan a x ¢ = | —28]|.
—24

(a) Tentukan nilai z,y, dan z!

x
(b) Jika vektor d = |y |, tentukan b - d!
z



Pembahasan Soal Nomor 1

Soal
Diberikan sistem persamaan linear yang disajikan dalam bentuk matriks berikut:
1 0 0 2 1 2
0 1 -1 2-af |z2| _ 1
0 0 a—2 6 z3|  |3a—3
0 1 1 a x4 5

1. Tentukan semua nilai a sehingga SPL di atas tidak memiliki penyelesaian!

2. Tentukan semua nilai a sehingga SPL di atas memiliki tak hingga banyak penyelesaian!

Pembahasan

Suatu SPL memiliki penyelesaian tunggal jika determinan matriks koefisien tersebut # 0.

Sebaliknya, suatu SPL memiliki penyelesaian yang tidak tunggal jika determinan matriks koefisien tersebut
=0.

Dengan demikian kita akan menyelidiki determinan matriks koefisien SPL pada soal.

Sebut matriks koefisien SPL pada soal ini sebagai matriks A, yaitu:

1 0 0 2

01 -1 2-a
A= 0 0 a—2 6

0 1 1 a

Dengan demikian, determinan dari A adalah

1 -1 2-a 01 -1

[Al=10 a—2 6 |—2]/0 0 a—2
11 a 01 1
a—2 6/ [0 6 0 a—2 0 a—2 00

(5l e |l -2 (B - )

=2a?>—6a—8

=©2)(a—4)(a+1)

Jadi, |A| = 0 jika dan hanya jika a = 4 atau a = —1.
Selanjutnya, substitusikan kemungkinan nilai a yang kita peroleh ini ke SPL pada soal dan mencermati hasil
apa yang akan terjadi.

Kokk

Jika a = 4 maka matriks SPL pada soal akan menjadi:

10 0 2][=n
01 —1 —2| |a
00 2 6] |
01 1 4] |z4

[z SNeRE )

Kemudian digunakan metode eliminasi Gauss untuk menyederhanakan SPL di atas.

10 0 2,2
.. 01 -1 —-2'1
e Kondisi Awal = 00 2 6 : 9
0 1 1 4 '5
e Baris ke-2 = Baris ke-2 x1/2:
1 0 0 2,2 1 0 0 2, 2
01 -1 -2 : 1 . 01 -1 -2 : 1
0 0 2 6 \9 menjadi 0 0 1 3 \9/2
0 1 1 415 01 1 415
e Baris ke-4 = Baris ke-4 — Baris ke-2:
10 0 2,2 10 0 2,2
01 -1 -2 : 1 . 0O 1 -1 -2 : 1
0 0 1 3 19/2 | menjagi | 0 0 1 3 ,9/2
0 1 1 4 15 0 0 2 6 ' 4



e Baris ke-4 = Baris ke-4 x1/2:

10 0 2,2 10 0 2,2
01 —1 —2' 1 01 -1 —2' 1
000 1 3,9/2 |memjaai |0 0 1 3 ,9/2
00 2 6! 4 00 1 312

Perhatikan baris ke-3 dan baris ke-4 pada SPL yang telah disederhanakan (ruas kanan) di atas!
Baris ke-3 dan baris ke-4 ini berturut-turut menyatakan:

[ l’3+31174:9/2
o l’3+31174:2

Karena dua persamaan di atas memiliki bentuk jumlahan perkalian peubah bebas dan konstanta yang sama
akan tetapi memiliki constant terms yang berbeda, maka dua persamaan linear di atas adalah persamaan
linear yang inkonsisten. Dua persamaan linear yang inkonsisten tidak memiliki penyelesaian. Tidak ada
nilai x3 dan z4 yang memenuhi 2 persamaan di atas.

Jadi, untuk a = 4 akan mengakibatkan SPL menjadi tidak memiliki penyelesaian.

Fokk

Jika a = —1 maka matriks SPL pada soal akan menjadi:

10 0 27 [n 2
01 -1 3| || |1
00 —3 6] |as| |6
01 1 —1| |24 5

Kemudian digunakan metode eliminasi Gauss untuk menyederhanakan SPL di atas.

10 0 2,2
.. 01 -1 3'1
e Kondisi Awal = 00 -3 6 : 6
o1 1 -1
e Baris ke-3 = Baris ke-3 x(—1/3):
1.0 0 2,2 10 0 2,2
o1 -1 3 : 1 . 01 -1 3 : 1
0 0 -3 6 | —6 menjadi 0 0 1 —2 | 2
|01 1 —-1'5 01 1 -1'5
e Baris ke-4 = Baris ke-4 — Baris ke-2:
1.0 0 2,27 1.0 0 2,27
01 -1 3 :1 . 01 -1 3 :1
0 0 1 —-2,2 | menjadi | O 0O 1 —=2,2
101 1 —1'5 | L0 0 2 414 |
e Baris ke-4 = Baris ke-4 —(2 x Baris ke-3):
(10 0 2 2] 1.0 0 2 2]
01 -1 3 :1 . 01 -1 3 :1
0 0 1 -2 | 2 menjadi 0 0 1 -2 | 2
1 0 0 —4'4 | L0 0 O 0'0 |

Perhatikan bahwa seluruh elemen pada baris ke-4 akan menjadi 0 (termasuk constant term-nya). Den-
gan demikian, SPL ini akan memiliki tak hingga banyak penyelesaian. Kita akan melanjutkan proses
eliminasi Gauss untuk mengetahui seperti apa wujud tak hingga banyak penyelesaian tersebut.

e Baris ke-2 = Baris ke-2 +Baris ke-3:

10 0 2.2 100 2.2
01 -1 311 010 1°'3
000 1 212 | menpai |0 0 1 —22
00 0 0°'0 000 0°'0

Diperoleh hasil:
e I = 2 — 21’4

e 1o, =3—14



o x3=2+21,
e 1, = tidak ada syarat, dengan kata lain bebas

Jadi, untuk ¢ = —1 akan mengakibatkan SPL pada soal memiliki tak hingga banyak penyelesaian. Vektor

T 2—2r
52 yvang menjadi penyelesaian SPL tersebut adalah 23_;27; untuk sebarang r € R.
3

x4 r



Pembahasan Soal Nomor 2

Soal
Diberikan

e Matriks A berukuran n x n dengan entri-entri bilangan Real, dan
e Vektor b € R™.

Jika diketahui 2, Zo € R™ berturut-turut merupakan penyelesaian dari sistem persamaan linear Az = b
dan AZ = 0, buktikan bahwa untuk setiap r» € R, 1 + rZ2 merupakan penyelesaian dari sistem persamaan
linear AZ = b!

Pembahasan -
Diketahui Z; adalah penyelesaian dari sistem persamaan linear AZ = b.
Jadi, Az, = b.

Diketahui pula Z, adalah penyelesaian dari sistem persamaan linear Az = 0.
Jadi, A:i:Q = ()

Selanjutnya, ambil sebarang rg € R.

Kemudian, bentuklah vektor gy dengan definisi y = &1 + roZs.
Karena &; € R" dan rox, € R™, maka jelas 1 + roxs € R”.

Jadi, vektor y yang baru dibentuk itu juga merupakan elemen di R".

Kemudian, vektor g dioperasikan dengan A dari kiri.
Diperolehlah Ay.

Karena y = Z1 + ro&a, maka Ay = A(Z1 + roZ2).

Karena perkalian matriks bersifat distributif, maka A(Z; + ro%2) = (AZ1) + (AroZ2).
Karena Az, = b, maka (AZ;) + (AroZs) = b + (ArgZs).

Karena ry adalah konstanta, maka ry dapat dipindah posisi dalam operasi perkalian ini menjadi ke se-
belah kiri dari A, dengan kata lain (ArgZz2) = (roAZ2) = ro(AZs).

Karena Az, = 0, maka ro(AZz) = 700.

Ingat! Vektor O adalah vektor yang semua elemennya adalah 0. Dengan demikian 790 = 0.

Jangan lupa! Di atas tadi, kita punya persamaan Ay = (b) + (Arozs).
Karena ArgZs = 0, maka Ay = (b) + 0 = b.

Dengan demikian, vektor y = &1 + roxs untuk sebarang ry € R adalah penyelesaian dari sistem persamaan
linear Az = b.



Pembahasan Soal Nomor 3

Soal
Use Cramer’s rule to solve the following system of linear equation.
20+3b—c=7
3a—2b+c¢=0
a+b+2c=5
Pembahasan

The system of linear equation can be expressed as:

7
3 =2 1 bl = |0
1 1 2 c 5

A v

First, we will find determinant of A.

=27t ol ]
=2(-4-1)-3(6—-1)—1(3+2)
=-10-15-5
=-30
a
Because determinant of A = —30 # 0, then the system of linear equation has an unique solution that is [ b].
c
s

To find the value of @ we will create a new matrix A, that is formed from matrix A with its first column
replaced by v, that is

7T 3 -1
A, = |0 -2 1
5 1 2
A, A,
Then the value of a is calculated from |4a| =— [4a| .
|A] 30
We proceed by finding the determinant of A, that is
-2 1 0 1 0 -2
|Aa|7’ 1 2‘3‘5 2"5 1 ’
=7(—4-1)—3(-5) —1(10)
=-35+15-10
=-30
. |Aql -30
Thus, the val fais — =—|—1]=1
us, the value of a is 30 30
*oHk

To find the value of b we will create a new matrix A, that is formed from matrix A with its second column
replaced by v, that is

2 7 -1
A,=13 0 1
1 5 2
Then the value of b is calculated from @ = f@.
|A] 30
We proceed by finding the determinant of A; that is
0 1 31 3 0
4| _2‘5 2‘ _7‘1 2‘ - ’1 5’
=2(=5) —7(6 — 1) — 1(15)
=-10—-35-15
= —60



. | Ap] —60
['hus, th 1 fbis——=—-(— | =2.
us, the value of b is 20 20

*okxk

To find the value of ¢ we will create a new matrix A, that is formed from matrix A with its last column
replaced by v, that is

2 3 7
A.=13 =2 0
1 1 5
A, A
Then the value of ¢ is calculated from Al __| C|.
| A 30
We proceed by finding the determinant of A, that is
-2 0 3 0 3 -2
=2 gl gt
=2(—10) — 3(15) + 7(3+ 2)
=-20—-45+35
=-30
Thus, the value of ¢ is — |Ae| =— —30 =1.
30 30
Kokok
And so, the solution of system of linear equation:
2a+3b—c=7
3a—2b4+c¢=0
a+b+2c=5

isa=1b=2and c=1.



Pembahasan Soal Nomor 4

Soal
Diberikan matriks A dan B sebagai berikut.
2 -3 7 2 7 -3
A=1|1 -1 3| danB= |3 11 -5
3 -1 7 1 3 -1

Tentukan matriks invertibel E sehingga FA = B!

Pembahasan
Ingat bahwa matriks invertibel adalah matriks yang memiliki invers terhadap operasi perkalian matriks!

Pertama-tama, cek determinan matriks A dan B terlebih dahulu. Sebab, matriks invertibel E sehingga
EA = B memiliki kemungkinan untuk ditemukan apabila determinan matriks A dan B adalah 0 (dengan
kata lain A dan B merupakan matriks-matriks yang tidak invertibel).

A|2‘_1 §‘+3‘§ i‘w‘; _H

— 2(—4) +3(=2) + 7(2)

8- 6114

=0

11 -5 |3 -5/ |3 11

m=2fy D)= Sl

=2(4)-7(2) - 3(-2)

=8—-14+6

=0

Karena determinan matriks A dan B adalah 0, maka matriks A dan B merupakan matriks-matriks yang
tidak invertibel. Dengan demikian, matriks invertibel E sehingga FA = B memiliki kemungkinan untuk
ditemukan.

Untuk mencari matriks invertibel F, kita akan melakukan proses eliminasi Gauss-Jordan pada matriks A
dan B sehingga menghasilkan matriks eselon baris yang tereduksi. Jika matriks eselon baris tereduksi yang
kita peroleh terhadap matriks A sama dengan matriks eselon baris tereduksi yang kita peroleh terhadap
matriks B, maka matriks invertibel £ yang dimaksud eksis.

Oke, kita mulai melakukan proses eliminasi Gauss-Jordan pada matriks A dengan langkah-langkah operasi
baris elementer (OBE) yang berurutan seperti berikut.

1. Baris ke-1 = Baris ke-1 — (2 x Baris ke-2).

1 -2 0
Matriks elementer yang berkorespondensi dengan OBE ini adalah E4; = [0 1 0].
0 1
2. Baris ke-3 = Baris ke-3 — (3 x Baris ke-2).
o o]
Matriks elementer yang berkorespondensi dengan OBE ini adalah E4o = [0 1 0].
10 =3 1]
3. Baris ke-3 = Baris ke-3 + (2 x Baris ke-1).
[1 0 0
Matriks elementer yang berkorespondensi dengan OBE ini adalah E43= [0 1 0
2 0 1
4. Baris ke-2 = Baris ke-2 — Baris ke-1. ~
1 0 0
Matriks elementer yang berkorespondensi dengan OBE ini adalah F44 = |—1 1 0].
|0 0 1
5. Baris ke-1 dan Baris ke-2 saling bertukar letaknya. )
0 1 0
Matriks elementer yang berkorespondensi dengan OBE ini adalah E45 = [1 0 0].
0 0 1
6. Baris ke-2 = —1 x Baris ke-2. -~
1 0 O
Matriks elementer yang berkorespondensi dengan OBE ini adalah E46 = [0 —1 0].
0 0 1



Dari enam langkah OBE di atas kita akan memperoleh eselon baris yang tereduksi R4 yaitu:

Ra = (Fa6 Eas Eaa Ea3 Eaga Ean) A

(-1 3 0] [2 -3 7
=|-1 2 0|1 -1 3
2 =7 1(|3 -1 7
2
-1
0

I
OO»—I'
o = O

Kita lanjut melakukan proses eliminasi Gauss-Jordan pada matriks B dengan langkah-langkah operasi baris
elementer (OBE) yang berurutan seperti berikut.

1. Baris ke-1 = Baris ke-1 — (2 x Baris ke-3).

1 0 -2
Matriks elementer yang berkorespondensi dengan OBE ini adalah Eg; = |0 1 0
0 0 1|
2. Baris ke-2 = Baris ke-2 — (3 x Baris ke-3). i i
1 0 O
Matriks elementer yang berkorespondensi dengan OBE ini adalah Ep, = |0 1 —3].
0 0 1|
3. Baris ke-2 = Baris ke-2 — (2 x Baris ke-1).
[1 0 0]
Matriks elementer yang berkorespondensi dengan OBE ini adalah Egs = |—2 1 0].
|0 0 1]
4. Baris ke-3 = Baris ke-3 — (3 x Baris ke-1). i i
1 00
Matriks elementer yang berkorespondensi dengan OBE ini adalah Eg, = | 0 1 0
-3 0 1]
5. Baris ke-1 dan Baris ke-2 saling bertukar letaknya. ) i
0 1 0
Matriks elementer yang berkorespondensi dengan OBE ini adalah Eps = |1 0 0f.
0 0 1]
6. Baris ke-1 dan Baris ke-3 saling bertukar letaknya. ) i
0 01
Matriks elementer yang berkorespondensi dengan OBE ini adalah Egg = |0 1 0].
1 00

Dari enam langkah OBE di atas kita akan memperoleh eselon baris yang tereduksi Rp yaitu:

Rp = (Eps Eps Eps Eps Eps E1) B
-3 0 772 7 -3
=1 0 -2 3 11 -5
2 1 1] |1 3 -1

1 0 2
=0 1 -1
0 0 0
1 0 2
Perhatikan! Karena Ry = Rg = |0 1 —1|, maka kita memperoleh
0 0 O

(Ea¢ Eas Eas Eas Eas Ex1) A= (Eps Eps Eps Eps Ep2 Ep1) B

Ingat bahwa matriks elementer merupakan matriks invertibel. Sehingga hasil perkalian dari matriks-matriks
elementer juga merupakan matriks invertibel. Dengan demikian kita akan memperoleh hasil:

(Eps Eps Eps Eps Eps Ep1) ™" (Eas Eas Eas Eas Eaz Ea1) A= B.
Dengan demikian, matriks invertibel F yang dimaksud pada soal tidak lain adalah

E = (Epe Eps Epa Eps Eps Ep1)™" (Ea Eas Eas Easz Eaz Ean).

Seperti apakah wujud matriks E tersebut?
Dari penjabaran di atas kita mengetahui bahwa:



-1 3 0

® Fug Eas Egg Eas Eqo Ear = |—1 2 0], dan
2 -7 1
-3 0 7

o I'ps Eps Epy Eps Epo Ep1= | 1 0 =2{.
-2 1 1

Dengan demikian

E = (Ep¢ Eps Eps Eps Epa Ep1)™" (Fae Eas Eas Eaz Eas Eay)
1

30 7] [-1 3 o0
=1 0 -2 -1 2 0
2 1 1 2 -7 1

2 7 0] [-1 3 0
={3 11 1/ |-1 2 o0
1 3 0 [2 -7 1

[—9 20 0
=|(-12 24 1
-4 9 0
-9 20 0
Jadi, matriks invertibel E sehingga FA = B, adalah |—12 24 1].
-4 9 0
Catatan:
-3 0 7
Proses mencari invers dari matriks | 1 0 —2| tidak dijelaskan secara terperinci karena dianggap mudah
-2 1 1

untuk dikerjakan.

10



Pembahasan Soal Nomor 5

Soal
Diberikan vektor-vektor @, b, ¢ € R? sebagai berikut.
4 B 1 3
a=|z+2(,b=]|2 |,danec= |0].
Y —z 1
- 8
Diketahui bahwa vektor a sejajar dengan vektor b dan a x ¢ = | —28|.
—24
(a) Tentukan nilai z,y, dan 2!
— x — —
(b) Jika vektor d = |y |, tentukan b - d!
z
Pembahasan -
Karena vektor a sejajar dengan vektor b, maka vektor hasil cross product-nya adalah vektor 0.
1 0 0
Dengan demikian, jika vektor unit e; = |0|, eo = [1]|, dan es = [0, maka
0 0 1
0O=axb
€1 ey e3
=14 =42 y
1 2 —2
oz +2 oy 4 y|_ 4 x+2|_
2 2| ‘1 |7 2 ‘63

(—zax —2z—2y)ey — (—4z —y)ea + (6 —x)es

—zx — 2z — 2y
= dz 4y
6—2x
Dari sini diperoleh:
o —2x—22—-2y=0
o 4z+y=0
e 6—z2=0 <= =6
4
Karena sudah diketahui - = 6, maka vektor @ akan menjadi [8].
Y
8
Karena diketahui @ x ¢ = | —28|, maka dengan vektor unit e;, e, dan e3 yang serupa seperti sebelumnya
—24
akan diperoleh:
8
—28| =axc
—24
e; ey e3
=4 8 y
3 0 1
18 4 yl_ 4 8| _
_'0 1|t ‘3 1 62+‘3 8
8
= (3y—14
—24

Dari sini diperoleh:
e 3y —4=-28 <— y=-8

Karena ketika menghitung 0 = @ x b kita juga memperoleh persamaan 4z 4+ y = 0, maka
z=—y/d=—(-8)/4=2.

Jadi, diperolehlah:

11



o y=-—8
o z=2
— 1 —
Menggunakan nilai z yang sudah diketahui di atas, maka vektor b akan menjadi | 2 | dan vektor d akan
-2
6
menjadi | —8]|. Dengan demikian
2
o 1 6
b-d=|2 -8
-2 2
=1-64+2-(—-8)+(-2)-2
=6—-16—-4
=-14

12



